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1. Uvaºme 2π-periodickou funkci f : R → R de�novanou pro x ∈ (−π, π]
p°edpisem f(x) = (x− π

2 )
2.

(a) Rozvi¬te f v trigonometrickou Fourierovu °adu s periodou 2π.

(b) Vy²et°ete bodovou a (lokáln¥) stejnom¥rnou konverganci této °ady.

(c) Dokaºte (napríklad pomocí Parsevalovy rovnosti), ºe

∞∑
n=1

1

n4
=
π2

90
.

M·ºete vyuºít známou °adu

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

(10 bod·)

�e²ení:

Nejd°íve spo£ítáme∫ π

−π
f(x) sinnx dx =

∫ π

−π
(x− π

2 )
2 sinnx dx

=

[
−
(x− π

2 )
2 cosnx

n

]π
−π

+
2

n

∫ π

−π
(x− π

2 ) cosnx dx

=
(−1)n+12π2

n
+

[
2(x− π

2 ) sinnx

n2

]π
−π
− 2

n2

∫ π

−π
sinnx dx

=
(−1)n+12π2

n
.

analogicky pro n 6= 0 ∫ π

−π
f(x) cosnx dx =

(−1)n4π
n2

a nakonec ∫ π

−π
f(x) dx =

[
(x− π

2 )
3

3

]π
−π

=
7π3

6
.

Celkov¥ tedy dostáváme Fourierovu °adu ve tvaru

f(x) ∼ 1

2π
· 7π

3

6
+

∞∑
n=1

1

π

(
(−1)n+12π2

n
sinnx+

(−1)n4π
n2

cosnx

)

=
7π2

12
+

∞∑
n=1

(
(−1)n+12π

n
sinnx+

(−1)n4
n2

cosnx

)
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Funkce f je po £ástech hladká a jediné body nespojitosti jsou π+2nπ, n ∈
Z, °ada tedy konverguje bodov¥ k f(x) na intervalech (−π, π)+2nπ, n ∈ Z,
a na t¥chto intervalech konverguje i lokáln¥ stejnom¥rn¥. V bodech π+2nπ,
n ∈ Z, konverguje k pr·m¥ru jednostranných limit, tedy k hodnot¥ 5

4π
2.

Parsevalova rovnost nám dává

61

40
π4 =

1

π

∫ π

−π
f(x)2 dx =

1

2

(
7π2

6

)2

+

∞∑
n=1

((
(−1)n+12π

n

)2

+

(
(−1)n4
n2

)2
)

Coº po úprav¥ dává

61

40
π4 =

49π4

72
+ 4π2

∞∑
n=1

1

n2
+ 16

∞∑
n=1

1

n4

odkud uº "snadno" dopo£ítáme hledaný sou£et.
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2. Uvaºme funkci f(z) =
3z2 − z + 6

z3 − 3z2 + z − 3
.

(a) Nalezn¥te maximální mezikruºí se st°edem v bod¥ i obsahující bod
−2i na kterém je f holomorfní.

(b) Na tomto mezikruºí spo£t¥te Laurentovu °adu funkce f .

(8 bod·)

�e²ení: Standardním postupem spo£ítáme

3z2 − z + 6

z3 − 3z2 + z − 3
=

3z2 − z + 6

(z − 3)(z − i)(z + i)
=

3

z − 3
+

i

2(z − i)
− i

2(z + i)
.

Odtud snadno vidíme, ºe f má pól násobnosti 1 v bodech ±i a 3. Ma-
ximální mezikruºí se st°edem i, na kterých je f holomorfní jsou tedy
U(i, 0, 2), U(i, 2,

√
10) a U(i,

√
10,∞). Bod −2i je obsaºen v U(i, 2,

√
10).

Pot°ebujeme tedy spo£ítat postupn¥ následující Laurentovy °ady:

1. funkce i
2(z−i) na U(i, 0,∞), coº je p°ímo i

2(z−i) ,

2. funkce i
2(z−i) na U(i, 2,∞), coº spo£ítáme jako

− i

2(z + i)
= − i

2

1

z + i− i+ i
= − i

2(z − i)
1

1 + 2i
z−i

= − i

2(z − i)

∞∑
n=0

(
− 2i

z − i

)n

=

∞∑
n=0

1

4
(−2i)n+1

(
1

z − i

)n+1

=

−1∑
k=−∞

1

4

(
i

2

)k
(z − i)k .

3. funkce 3
z−3 na U(i, 0,

√
10), coº spo£ítáme jako

3

z − 3
=

3

z − 3− i+ i
=

3

i− 3

1

1 + z−i
i−3

=
3

i− 3

∞∑
n=0

(
−z − i
i− 3

)n
=

∞∑
n=0

−3
(

1

3− i

)n+1

(z − i)n .

Hlavní £ást Laurentovy °ady f se st°edem v i na U(i, 2,
√
10) má tedy

tvar
−2∑

k=−∞

1

4

(
i

2

)n
(z − i)n ,

regulární £ást pak tvar

∞∑
n=0

−3
(

1

3− i

)n+1

(z − i)n .
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